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Resumen— Lyapack es una conocida biblioteca pa-
ra resolver problemas en teoria de control como, por
ejemplo, ecuaciones de Lyapunov o Riccati, y su apli-
cacién en reduccién de modelos y problemas de con-
trol 6ptimo. Esta herramienta tiene un diseno sencillo
y extensible. Ademas, esta implementada en Matlab,
lo cual facilita su comprensiéon, modificacién y verifi-
cacién, incluso por usuarios no expertos. Sin embar-
go, en algunos casos Matlab no ofrece un desempeno
6ptimo al resolver este tipo de problemas. El presen-
te trabajo pretende mejorar el desempeno de Lya-
pack sin alterar su diseno y usabilidad. En los tGltimos
afnos los coprocesadores graficos (GPUs) han experi-
mentado una importante evolucién, que ha permiti-
do y facilitado su empleo para resolver problemas de
propésito general y, en particular, para acelerar mode-
los numéricos y problemas de computacién cientifica.
En este articulo se presenta una extensién de Lyapack
que incorpora el uso de GPUs, y se evaldan las ruti-
nas implementadas para la resolucién de ecuaciones
de Lyapunov tridiagonales. Los resultados obtenidos
demuestran que puede obtenerse una significativa re-
duccién del tiempo de ejecucién, en comparacién con
la versién original de la biblioteca, mientras se man-
tienen las ventajas ofrecidas por Matlab en cuanto a
flexibilidad y usabilidad.

Palabras clave— Teoria de control, GPU, Matlab,
Matrices dispersas

I. INTRODUCCION

A resolucién de ecuaciones matriciales lineales y
cuadréticas, aplicadas a problemas de reduccion

de modelos o control 6ptimo lineal-cuadrético, es uno
de los problemas numéricos mas importantes en el
campo de la teorfa de control [10]. Problemas de este
tipo surgen frecuentemente al modelar procesos fisi-
cos mediante ecuaciones diferenciales parciales. El al-
to coste computacional de estas técnicas propicié la
aparicion de diversas bibliotecas software especiali-
zadas que, mediante el uso de técnicas de compu-
tacién de alto desempeno (HPC), aceleran la reso-
lucién de este tipo de problemas. En este sentido,
Lyapack es una conocida biblioteca que contiene ru-
tinas para resolver ecuaciones matriciales dispersas
de gran tamano. La herramienta estd implementada
en Matlab, lo cual facilita su comprensién, modifica-
cién y verificacién, incluso por usuarios no expertos,
presentando ademds un diseno sencillo y extensible.
Sin embargo, en algunos casos Matlab no ofrece un
desempeno 6ptimo al resolver este tipo de problemas.
Los elevados tiempos de ejecucion que insumen las
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técnicas de resolucion de ecuaciones matriciales y los
métodos de reducciéon de modelos para sistemas de
gran tamano motivan el uso de estrategias y arquitec-
turas de HPC. Sin embargo, el uso de arquitecturas
HPC implica importantes esfuerzos econémicos, tan-
to en su adquisicién con en su mantenimiento. Por
otro lado, aunque Matlab puede utilizar bibliotecas
paralelas de alto desempeno, como por ejemplo ver-
siones multi-hebra de BLAS [14], este enfoque no es
del todo util al tratarse de problemas con matrices
dispersas.

Una estrategia que ha ganado importancia en los
ultimos anos es el empleo de coprocesadores graficos
(GPUs) para resolver problemas de propdsito gene-
ral. Estos dispositivos han experimentado una im-
portante evolucién, tanto cuantitativa (en lo que se
refiere a poder de cémputo) como cualitativa (me-
joras en diseno, herramientas y facilidad para pro-
gramacion). Desde la aparicién de CUDA (Compute
Unified Device Architecture) [13], desarrollado por
NVIDIA en 2007, las GPUs perdieron su especifidad,
convertiéndose en dispositivos ttiles para el compu-
to de aplicaciones de propésito general. El elevado
nimero de unidades computacionales disponible en
las GPUs, la alta velocidad de acceso a la memo-
ria y la utilizacién del paradigma de programacién
SPMD, convierten a las GPUs en dispositivos espe-
cialmente efectivos en la computacion de operaciones
algebrdicas. Ademads, su bajo coste las convierten en
las arquitecturas HPC de mayor distribuciéon. Son
ya numerosas las investigaciones que han utilizado
GPUs para la resolucion de problemas de ALN con
notables resultados [2], [11], [20].

La resolucién de ecuaciones matriciales y la re-
duccién de modelos estan estrechamente relaciona-
dos con operaciones de ALN [12], y debido a los
importantes resultados obtenidos en la aceleracion
de operaciones densas de ALN mediante el uso de
GPUs, no es extrano que en los ultimos afos este
tema concentre gran parte del esfuerzo de la comu-
nidad. Sin embargo, en la revisién realizada no se han
encontrado propuestas referentes a reduccién de mo-
delos dispersos utilizando GPUs. El primer esfuerzo
en utilizar GPUs para acelerar problemas de reduc-
cién de modelos es el de Benner et al. [7], en donde
se implementa sobre una GPU la funcién de signo
de una matriz utilizando simple precisién. Posterior-
mente el trabajo fue extendido [4], resolviendo las
ecuaciones de Lyapunov con técnicas de precisién
mixta, obteniendo resultados con calidad similar a
doble precisién. Ya en reduccién de modelos, los au-
tores del trabajo [3] implementaron el método de Ba-
lanced Truncate (BT) en una arquitectura hibrida de



GPU y CPU. Los métodos de error relativo también
han sido implementados en GPUs, en particular el
método Balanced Stochastic Truncation (BST) fue
implementado [8], incluyendo la resolucién de una
ecuacioén algebraica de Riccati (EAR). Por su parte,
la ecuacién diferencial de Riccati (EDR) es resuelta
en GPU en el trabajo [5], extendido posteriormen-
te en [6] para explotar plataformas multi-GPU (4
GPUs). En el trabajo referenciado, el uso de 4 GPUs
proporciona aceleraciones de hasta 20x respecto a
las implementaciones multi-core, y ademés permite
abordar problemas de mayor dimensién. Asi, es posi-
ble resolver problemas de dimensién 34.000, mientras
que con una unica GPU la dimensién del mayor pro-
blema es 17.000. También en [17] se estudié la acele-
racion del método Backward Differentiation Formula
(BDF) para la resolucién de la EDR utilizando una
GPU.

El presente articulo se organiza de la siguiente ma-
nera: Primero se expone una breve introduccion acer-
ca de la biblioteca Lyapack en la Seccién II. En la
Seccién II1, se propone una arquitectura flexible pa-
ra la utilizacién de GPUs con Lyapack y se describe
la implementacién necesaria para resolver el caso de
matrices tridiagonales. Los resultados experimenta-
les se encuentran en la Seccién IV. Por iltimo, en
la Seccién V, se discuten algunas conclusiones y pro-
puestas de trabajo futuro.

II. BIBLIOTECA LYAPACK

Lyapack (Lyapunov Package) [19] es una herra-
mienta implementada en Matlab para la resolucién
de ecuaciones de Lyapunov y Riccati, reduccién de
modelos y problemas de control 6ptimo. En particu-
lar, estd especialmente diseniada para alcanzar buen
desempeno en la resolucion de problemas que invo-
lucran matrices dispersas de gran tamano.

El objetivo principal de Lyapack, ademés de resol-
ver correctamente los problemas descritos, es pro-
porcionar a cientificos inexpertos en computacién
numérica una plataforma eficiente y, sobre todo, facil
de usar. Esto motivé el uso de Matlab, en lugar de
utilizar otros lenguajes més eficientes para compu-
tacion cientifica, como FORTRAN o C.

Desde el punto de vista de HPC, aunque Matlab no
ofrece un rendimiento 6ptimo para resolver los pro-
blemas a los que apunta Lyapack, sus rutinas inclu-
yen técnicas, como el uso de variables globales ocul-
tas para almacenar grandes estructuras de datos, que
permiten mejorar dicho rendimiento.

Desde el punto de vista matematico, Lyapack im-
plementa una aproximacion eficiente para resolver
ecuaciones dispersas de Lyapunov basada en el méto-
do ADI. En particular, la biblioteca implementa efi-
cientemente el método ADI con Factorizacién de
Cholesky de Rango Bajo (LRCF-ADI) [18]. El resto
de los métodos de la biblioteca son construidos sobre
el solver de las ecuaciones de Lyapunov.

Desde el punto de vista del software, la herramien-
ta estd basada en un diseno sencillo y extensible, que
incluye algunas guias para mejorar el rendimiento

manteniendo la flexibilidad. Un concepto importante
de Lyapack es el de basic matriz operations (BMOs).
Lyapack clasifica estas operaciones en tres categorias:

= Multiplicaciones, ¥ + AX.

= Solucién de sistemas de ecuaciones lineales, Y <
ATLX,

= Solucién de sistemas de ecuaciones lineales des-
plazados, Y + (A+p;I)"1X.

En las expresiones anteriores, A es una matriz de
dispersa de dimensién n x n, X e Y son matrices
densas de dimensién n X r, con r <K n, p; €s un
escalar e I es la matriz identidad de dimensién n.

Las tres operaciones pueden trabajar sobre la ma-
triz A o AT,

Estos métodos estan implementados en las ruti-
nas principales, con nombres que incluyen el prefijo
(Ip_), v que constituyen el corazén de la biblioteca.
Sin embargo, cada BMO que se utiliza en una rutina
principal es resuelta mediante una invocacién a una
user-supplied function (USF).

Las USFs permiten al usuario especifica la rutina
a emplear para el cdlculo de cada BMO, ya sea pro-
porcionando rutinas disponibles en otras bibliotecas
o rutinas implementadas por el propio usuario. Las
USFs proporcionan a Lyapack un concepto similar
al polimorfismo definido en programacién orientada
a objetos.

De esta forma, todas las operaciones con la matriz
A son realizadas por USFs. A su vez, todos los datos
correspondientes a la matriz A son almacenados en
variables globales ocultas. El objetivo de las USFs
es manipular estas variables globales (crear los da-
tos globales, ejecutar las BMOs y liberar la memoria
tras realizar los cdlculos), brindando una implemen-
tacion para las distintas etapas involucradas en la
solucién de los sistemas de ecuaciones lineales con
matrices dispersas. Estas etapas usualmente impli-
can preprocesamiento, reordenamiento de las matri-
ces, precondicionado, factorizaciones y efectivamente
la resolucién de los sistemas. Desde el punto de vis-
ta del diseno, las USFs permiten utilizar diferentes
implementaciones de las operaciones bésicas, depen-
diendo del tipo de matriz con el que la rutina deba
trabajar.

La biblioteca emplea algunas extensiones que son
agregadas al nombre béasico de las rutinas siguiendo
el siguiente criterio:

[nombre base] [ext_1] o [nombre base] [ext_1] [ext_2]

Cinco valores son posibles en la primera extension.
Su significado es el siguiente:

= ext_1 = m: multiplicacién de matrices.

= ext_1 = 1. solucién de sistemas de ecuaciones
lineales.

m ext_1 = s: solucién de sistemas de ecuaciones
lineales desplazados.

= ext_1 = pre: preprocesamiento.

= ext_1 = pst: postprocesamiento.

En algunos casos no existen rutinas de pre y post-
procesamiento, ya que no son necesarias. Si [ext_1]



= pre o pst no hay segunda extensién. En caso con-
trario, los posibles valores para la segunda extensién
son:

= ext_2 = i: inicializacién de los datos requeridos
por las BMOs correspondientes.

= no ext_2: la rutina efectivamente realiza la
BMO.

= ext_2 = d: destrucciéon de los datos generados
por la rutina de inicializacién (rutina con nom-
bre similar pero en la que [ext_2] = 1).

Una vez mas se pueden relacionar estas ideas con
conceptos de programacion orientada a objetos, co-
mo constructores y destructores.

Es importante notar que las USFs con [ext_1] =
pre o pst serdn llamadas tinicamente en el programa
principal (la rutina escrita por el usuario) y que las
USFs con [ext_2] = i serdn llamadas frecuentemente
en el programa principal, aunque no siempre. Por el
contrario, los tres tipos restantes de USFs ([ext_1] =
m, 1, or s) son llamados internamente por las rutinas
de Lyapack.

IT1I. IMPLEMENTACION

El principal objetivo de este trabajo es desarro-
llar una extensiéon de Lyapack que permita explotar
la capacidad de cémputo ofrecida por una GPU de
forma transparente al usuario, manteniendo con ello
la filosoffa original de la biblioteca: la simplicidad de
uso. Para lograr esto se utilizé la interfaz MEX de
Matlab. Esta interfaz consiste en una API que brinda
interoperabilidad entre Matlab y otros lenguajes de
programaciéon como C, FORTRAN o, como en este
trabajo, CUDA.

Para llamar a una funcién C/CUDA desde Matlab,
se debe primero generar un archivo Mex con el nom-
bre de la funcion. Este archivo es en realidad un ar-
chivo fuente C/CUDA, que debe ser compilado de
una cierta manera, que incluye la Mex API y que
contiene una funcién llamada “Mex Function”. La
Mex Function es el inico punto de acceso al cédigo
que se encuentra en el archivo fuente. Es su responsa-
bilidad proveer la implementacién de la funcién que
serd llamada desde Matlab, o llamar a una funcién
que la implemente. Hay exactamente una Mex Fun-
ction por cada archivo Mex.

Como el nombre del archivo Mex debe ser el nom-
bre de la funcién que se desea llamar desde Matlab,
inicialmente deberia haber un archivo por cada fun-
cién. Esto significa que compartir datos entre distin-
tas funciones no es trivial. Sin embargo, si es nece-
sario, existen varias formas de hacerlo. Una de ellas
consiste en tener un tunico archivo Mex que reciba
todas las llamadas. Para poder llamar a un mismo
archivo con distintos nombres de funcién, es necesa-
rio crear enlaces simbdlicos al archivo principal con
dichos nombres. Una vez que la Mex Function es eje-
cutada, es necesario verificar el nombre con el cual
la funcién fue invocada mediante una funcién provis-
ta por la Mex API (mexzFunctionName()). Luego se
decide qué cédigo es ejecutado mediante un bloque

condicional, como por ejemplo if .. then.
Considerando lo anterior, la plataforma propuesta
consiste en dos elementos pricipales:

= Biblioteca.CUDA: Esta biblioteca implementa
todas las USF's necesarias en lenguaje CUDA.

= El_Archivo_Mex: Este archivo actiia como inter-
faz entre Matlab y la Biblioteca CUDA. Su ob-
jetivo principal es recibir los pardmetros de las
funciones Matlab, haciendo la traduccién entre
la representacion de datos de Matlab y C, y lla-
mando a las funciones implementadas en la bi-

blioteca CUDA.

Adicionalmente, se provee un script de Matlab que
compila todos los elementos de la solucién.

Para cada tipo de matriz abordado, la Bibliote-
ca CUDA implementa las funciones pref_m,l,s_i-,d
de acuerdo con la nomenclatura de Lyapack, donde
pref especifica el tipo de matriz. Una desventaja de
este enfoque es que cada funcién aceptara diferentes
parametros dependiendo del tipo de matriz con el
que trabaje. Por ejemplo, la forma en que la funcién
recibe la matriz variard en funcién del formato dis-
perso en la que estd almacenada. Esto significa que
es dificil proveer un método genérico para llamar a
la biblioteca desde el archivo Mex.

La solucién adoptada en este trabajo incluye un
archivo Mex para cada tipo distinto de almacena-
miento de matriz. En Lyapack, las USF's estan sepa-
radas en archivos que comparten un prefijo, y nin-
guna de estas funciones mantiene dependencias de
datos con funciones de distinto prefijo. Estas depen-
dencias si ocurren con funciones del mismo prefijo,
por ejemplo, la funcién pref_m usualmente depende
de la funcién pref_m_i. En escenarios tipicos se sue-
le trabajar con un unico tipo de almacenamiento de
matrices, y no con varios de ellos, por lo cual no es
interesante compartir datos entre funciones que per-
tenecen a distintos tipos de matriz.

El archivo Mex tendré entonces la estructura mos-
trada en la Figura III.

El archivo Mex actia como interfaz entre Matlab
y la biblioteca C/CUDA. En este sentido, no es ade-
cuado mantener datos especificos de la biblioteca en
el nivel del archivo Mex. Mantener las dos capas se-
paradas permite que el mismo archivo Mex pueda
trabajar con otras implementaciones de la biblioteca,
por ejemplo implementaciones que utilicen OpenMP
o MPIL.

Como prueba de concepto, se implementaron y
evaluaron las ideas previas para el caso particular
de las matrices tridiagonales.

En esta implementacion, las USFs tienen el si-
guiente comportamiento:

= tr_m_i: Transfiere la matriz tridiagonal A al dis-
positivo.

= tr_m: Realiza una multiplicacién de matrices or-
dinaria. Esta operacién no representa una frac-
cién significativa del tiempo de ejecucion, por lo
que se ha optado por utilizar la implementacion
incluida en Matlab.



#include "cuda.h"

#include "mex.h"

#include "cudalLibrary.cuh"

/* Variables globales... */

void mexFunction(int nlhs,
mxArray *plhs[],

int nrhs,
const mxArray *prhs[])

const char *nm;
int n,m;
nm = mexFunctionName ();

if (strcmp (om, "pref_m_i") == 0){

/* Obtener y procesar
parametros desde Matlab */

/* Inv. a las funciones de la libreria */

pref_m_i(...);
}else if (strcmp (nm, "pref_m") == 0){
}eiéé if (strcmp (om, "pref_m_d") == 0){
}eiéé if (stremp (nm, "pref_1_i") == 0){
}ei;é if (strcmp (nm, "pref_1") == 0){
}eiéé if (strcmp (nm, "pref_1_4") == 0){
}eiéé if (strcmp (nm, "pref_s_i") == 0){
}eiéé if (strcmp (am, "pref_s") == 0){
}eiéé if (stremp (am, "pref_s_d") == 0){

)

Fig. 1. Estructura del fichero Mex.

= tr_m_d: Libera la memoria que fue reservada en
la funcién tr_m_i.

= tr1i: Usualmente algunas de las funciones no
son necesarias para el caso que se desea abordar.
En nuestro caso, esta funcién no realiza ninguna
tarea, ya que no son necesarias factorizaciones
matriciales u otro tipo de procesamiento.

= tr_l: Resuelve un sistema lineal del tipo Az = b,
donde A es una matriz tridiagonal. Internamen-
te, esta rutina transfiere el vector b al disposi-
tivo, seguidamente resuelve el sistema Ax = b,
y finalmente transfiere el vector x al host y lo
devuelve a Matlab.

= tr_l.d: No realiza ninguna accién ya que su fun-
cién seria liberar la memoria reservada en tr_l.i.

= tr_s_i: Almacena un vector de parametros en el
espacio de memoria de la biblioteca CUDA, aun-
que el vector no es transferido inmediatamente
al dispositivo. Estos parametros son utilizados
para resolver los sistemas de ecuaciones lineales
desplazados A + sI = b.

= tr_s: Resuelve un sistema de ecuaciones linea-
les desplazado del tipo A + sI = b, donde A es

tridiagonal. Tal como en tr_l, el vector b es trans-
ferido al dispositivo antes de resolver el sistema,
y tras resolver el sistema, el vector resultado x
es transferido al host.

= tr_s_d Libera la memoria dindmica reservada en
la USF tr_s.i.

Para resolver los sistemas tridiagonales se utilizé el
solver propuesto por Alfaro et al. [1] para aritméti-
ca de doble precisién. En problemas que involucran
nimeros complejos, se empled ademés del comenta-
do solver, la funcién tsgv de la biblioteca CuSparse
[15] de nVidia.

IV. RESULTADOS EXPERIMENTALES

En esta seccion se evalta el rendimiento de la im-
plementacién de los solvers tridiagonales descritos en
la Seccién III.

Para evaluar la propuesta se adapté como caso de
prueba el denominado “demo_m11”, distribuido con
Lyapack. Este caso muestra la resolucién de las ecua-
ciones de Lyapunov. El generador de las matrices fue
adaptado para crear problemas artificiales tridiago-
nales.

El trabajo fue evaluado en una plataforma hardwa-
re hibrida compuesta por un microprocesador mul-
tintcleo y una GPU. En particular, los experimen-
tos fueron realizados con un procesador Intel(R) Co-
re(TM) i7-2600 CPU @ 3.40GHz y 16 Gb de memoria
RAM, conectados via bus PCl-e a una tarjeta nVidia
C2070. Se utilizé6 Matlab R2011b y el compilador gcc
en su versién 4.4.6. Para procesar el cédigo CUDA
se utilizé nvidia CUDA 4.1. Todos los experimentos
fueron realizados utilizando aritmética compleja de
doble precisién.

La Tabla I compara los tiempos de ejecucién (en
segundos) que insume resolver las ecuaciones tridia-
gonales de Lyapunov con la implementacién original
de Lyapack, que implementa el método LR-ADI y
realiza la totalidad de los computos en la CPU, con
los obtenidos con la nueva versiéon propuesta, que
explota la capacidad de computo de la GPU. Adicio-
nalmente, la tabla incluye los valores de aceleracion
sobre la version original.

TABLA 1
TIEMPOS DE EJECUCION (EN SEGUNDOS) Y ACELERACION
OBTENIDA CON LA VERSION LYAPACK+GPU PROPUESTA

Dim. del Lyapack
problema | Lyapack | + GPU | Aceleracién
64K 0,38 0,07 5,4
128K 0,80 0,12 6,7
256K 1,56 0,22 7,1
512K 3,03 0,42 7,2
1024K 6,09 0,81 7,5

El analisis de los resultados de la Tabla I demues-
tra que, para la plataforma hardware evaluada, la
rutina original toma al menos 5 veces mas tiempo
que la version basada en GPU. Ademds, la acelera-
cién obtenida aumenta con la dimensién del proble-



ma, alcanzando valores de hasta 7,5x para el caso
mas grande tratado.

Sin embargo, la inclusién de computacion basa-
da en GPU no abarca todas las etapas del método
LR-ADI. A continuacién se analizan los tiempos de
ejecucién de las distintas etapas logicas de la version
original y de la basada en GPU, con el fin de identi-
ficar los valores reales de aceleracion sobre aquellas
fases en que la GPU participa. En particular, Lya-
pack+GPU hace un uso intensivo de la GPU durante
la resolucién de los sistemas lineales, mientras que el
resto de etapas son integramente computadas en la
CPU. Con esta intencién, la Tabla II presenta los
tiempos de ejecucién de las dos versiones, discrimi-
nando los tiempos relacionados con la resolucion de
sistemas lineales y los tiempos correspondientes al
resto de etapas del método LR-ADI.

Los resultados resumidos en la Tabla IT muestran
que la resolucién de sistemas lineales es drasticamen-
te acelerada mediante el empleo de la GPU. Asi, la
aceleracién obtenida en esta fase estd en torno a 7x
para los casos de menores, y aumenta con la dimen-
siéon del problema hasta superar 10x en problemas
cuya dimensién es mayor a 512k. Los resultados ob-
tenidos también muestran como, si bien en la imple-
mentacion original de Lyapack el tiempo dedicado a
la resolucion de sistemas representa mds del 90 % del
tiempo total, en Lyapack+GPU el tiempo dedicado
a esta fase representa aproximadamente un 65 % del
tiempo total.

Es importante notar que los tiempos de transfe-
rencia CPU-GPU estan incluidos en los resultados
exhibidos anteriormente. Ademas, el coste del solver
tiene orden lineal tanto en cémputo como en trans-
ferencias. Teniendo esto en consideracién, se plantea
una evaluacién detallada del tiempo de ejecucién de
los solvers tridiagonales. En este experimento se dis-
tinguen los tiempos dedicados a transferencias CPU-
GPU y el tiempo de computo. Los resultados de esta
evaluacién se recogen en la Tabla III y muestran que
el tiempo dedicado a las transferencias de datos es
superior al tiempo de computo, de forma que apro-
ximadamente un 65 % del tiempo correspondiente al
solver en GPU esta relacionado con las transferencias
de datos, mientras que sélo el 33 % restante esté re-
lacionado con los computos efectuados en la GPU.

Considerando los resultados obtenidos en este es-
tudio, es posible anticipar los beneficios que apor-
tarfa una version Lyapack+GPU que minimice las
transferencias de datos CPU-GPU. En este caso la
aceleracién obtenida podria ser superior a 13x para
el proceso completo, y 30x para la fase de resolucion
de sistemas.

V. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

En este trabajo se presenta una extensién de la bi-
blioteca Lyapack para mejorar su desempeno compu-
tacional mediante la explotacion de las capacidades
de cémputo de las GPUs. El diseno e implementa-
cién de esta extension fueron realizados siguiendo la
filosofia original de la biblioteca, en la que impera su

flexibilidad y sobre todo su facilidad de uso. Adicio-
nalmente, se implementé una instancia de la bibliote-
ca para resolver problemas tridiagonales de acuerdo
con la solucién propuesta.

Los resultados experimentales muestran una acu-
sada aceleracion de los cémputos al utilizar la GPU
para resolver ecuaciones de Lyapunov tridiagonales.
La versién Lyapack+GPU reporta un factor de ace-
leracién de hasta 7,5x respecto a la implementacién
original en CPU. Si centramos el andlisis a las fases
del método en las que la GPU es empleada, estos fac-
tores de aceleracion alcanzan 10,8x en los problemas
de mayor dimensién evaluados.

Otra ventaja de la propuesta es su escalabilidad. Se
observé que un incremento en la dimensién del pro-
blema reporta también un incremento en los valores
de aceleracién. Hay que notar que se detecta un so-
brecoste elevado debido a las transferencias de datos
entre CPU y GPU. Asi, casi 2/3 del tiempo dedica-
do a la resolucién de sistemas estd dedicado a estas
transferencias. Este hecho hace necesario el desarro-
llo de nuevas versiones que reduzcan el nimero de
datos transferidos. Una versién que implementara el
método LR-ADI completamente en la GPU podria
reducir el impacto de las transferencias en el tiempo
total, reportando aceleraciones sustancialmente su-
periores a las experimentadas con la implementacién
Lyapack+GPU.

Es necesario notar que la implementacién de los
métodos para matrices dispersas no estructuradas,
asi como para problemas dispersos simétricos gene-
rales, no fue discutida. Como trabajo futuro, se es-
pera abordar estos problemas, incluyendo también la
aceleracion de otras etapas involucradas en un solver
lineal disperso genérico mediante el uso de GPUs.

AGRADECIMIENTOS

Los autores quieren agradecer a Martin Pedemon-
te por el soporte técnico brindado. Ernesto Dufre-
chou agradece al PEDECIBA por su apoyo finan-
ciero. Pablo Ezzatti recibié financiacién del proyecto
ANII_LFMV_2009_3095. Enrique S. Quintana-Orti y
Alfredo Remén recibieron financiacién del proyecto
TIN2011-23283 del Ministerio de Economia y Com-
petitividad y de FEDER.

REFERENCIAS

(1] Alfaro, P., Igounet, P. and Ezzatti, P. : A study on the im-
plementation of tridiagonal systems solvers using a GPU.
In SCCC 2011, Proceedings of the XXX International Con-
ference of the Chilean Computer Science Society, 2011.
Barrachina, S., Castillo, M., Igual, F., Mayo, R., Quintana-
Orti, E. and Quintana-Orti, G. Ezxploiting the capabilities
fo modern GPUs for dense matriz computations. Concu-
rrency Computat.: Practice and Experience, 21, pp. 2457—
2477, 2009.

Benner, P., Ezzatti, P., Kressner, D., Quintana-Orti, E.
S. and Remén, A.: Accelerating model reduction of large
linear systems with graphics processors. In Lecture Notes
in Computer Science, State of the Art in Scientific and
Parallel Computing, Springer, 2010.

[4] Benner, P., Ezzatti, P., Kressner, D., Quintana-Orti, E. S.
and Remén, A.: A mized-precision algorithm for the so-
lution of Lyapunov equations on hybrid CPU- GPU plat-
forms. Parallel Computing, 37, pp. 439-450, 2011.
Benner, P., Ezzatti, P., Mena, H., Quintana-Orti, E. S.
and Remén, A.: Solving differential Riccati equations on

2

3

5



TABLA II
TIEMPO INSUMIDO (EN SEGUNDOS) POR LA RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES Y OTRAS ETAPAS PARA AMBAS

VERSIONES.

Dim. del Lyapack Lyapack+GPU Aceleracion
Problema | system solvers otras etapas | system solvers otras etapas | system solvers
64K 0,35 0,03 0,05 0,02 7,4
128K 0,76 0,04 0,08 0,04 7,7
256K 1,48 0,08 0,15 0,07 9,6
512K 2,90 0,13 0,28 0,14 10,2
1024K 5,84 0,25 0,54 0,27 10,8

TABLA III

TIEMPO DE EJECUCION (EN SEGUNDOS) DE LA VERSION EN GPU SEPARANDO TIEMPOS DE TRANSFERENCIA Y COMPUTO.

Dim. del Lyapack+GPU Lyapack
problema | transfer. cémputo | system solver | Aceleracién
64K 0,03 0,02 0,35 17,6
128K 0,05 0,03 0,76 25,3
256K 0,09 0,05 1,48 29,7
512K 0,18 0,09 2,91 32,3
1024K 0,34 0,17 5,85 34,4

multi-GPU platforms. In 2nd Meeting on Linear Algebra,

Matrix Analysis and Applications ALAMA10, 2010.

Benner, P., Ezzatti, P., Mena, H., Quintana-Orti, E. S.

and Remén, A.: Solving differential Riccati equations on

multi-GPU platforms. In 10th International Conference on

Computational and Mathematical Methods in Science and

Engineering CMMSE11, pp. 178-188, 2011.

Benner, P., Ezzatti, Quintana-Orti, E. S. and Remoén,

A.: Using hybrid CPU-GPU platforms to accelerate the

computation of the matriz sign function. In Euro-Par

Workshops, H.-X. Lin, M. Alexander, M. Forsell, A.

Kniipfer, R. Prodan, L. Sousa, and A. Streit, eds., vol.

6043 of Lecture Notes in Computer Science, Springer, pp.

132-139, 2009.

Benner, P., Ezzatti, P., Kressner ,D., Quintana-Orti, E.

S. and Remoén, A.: Accelerating BST methods for model

reduction with graphics processors. In Proceedings of the

9th International Conference on Parallel Processing and

Applied Mathematics, 2011.

Benner, P., Ezzatti, Quintana-Orti, E. S. and Remén, A.:

High performance matriz inversion of SPD matrices on

graphics processors. In Workshop on Exploitation of Hard-

ware Accelerators WEHA 2011, pp. 640-646, 2011.

[10] Dullerud, G.E. and Paganini, F.G.: A Course in Robust
Control Theory: A Convex Approach. Texts in Applied
Mathematics, Springer, 2000.

[11] Ezzatti, P., Quintana-Orti, E. S., and Remén, A.: High
Performance Matrixz Inversion on a Multi-core Platform
with Several GPUs. In 19th Euromicro International Con-
ference, 2011.

[12] Golub, G and Loan, C. V. Matriz Computations, 3rd
Edition, The Johns Hopkins University Press, Baltimore,
1996.

[13] Kirk, D. and Hwu, W., Programming Massively Para-
llel Processors: A Hands-on Approach. Morgan Kaufmann
Publishers Inc., San Francisco, CA, USA, 2010.

[14] C. L. Lawson, R. J. Hanson, D. Kincaid, and F. T. Krogh:
Basic Linear Algebra Subprograms for FORTRAN usage.
ACM Trans. Math. Soft., 5, 1979, pp. 308-323.

[15] NVIDIA: CUSPARSE User Guide 4.1, 2012.

[16] Owens, J., Luebke,D., Govindaraju, N., Harris, M.,
Kriiger, J., Lefohn, A. AND Purcell,T.: A Survey of
General-Purpose Computation on Graphics Hardware.
Computer Graphics Forum, vol. 26, num. 1, pp. 80-113”,
2007.

[17] Peinado, J., Ibafiez, J. J., Arias, E. and Herndndez, V.:
Speeding up solving of differential matriz Riccati equa-
tions using GPGPU computing and MATLAB. Concu-
rrency Computat.: Practice and Experience. 2011, doi:
10.1002/cpe.1835

(18] Penzl, T.: A Cyclic Low-Rank Smith Method for Large

6

7

(8]

9

Sparse Lyapunov Equations. SIAM J. Sci. Comput. 21, 4,
1401-1418, 1999.

[19] Penzl, T.: LYAPACK A MATLAB Toolbox for Large
Lyapunov and Riccati Equations, Model Reduction Pro-
blems, and Linear-Quadratic Optimal Control Problems.
Users Guide (Version 1.0). 2000.

[20] Tomov, S., Dongarra, J., and Baboulin, M.: Towards den-
se linear algebra for hybrid GPU accelerated manycore
systems. MIMS EPrint 2009.7, Manchester Institute for
Mathematical Sciences, University of Manchester, Man-
chester, UK.



